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Abstract: Wir wenden die Theorie der Momente auf Probleme des Visual Computings an. Aus
dieser Theorie entwickeln wir effiziente Algorithmen, die eindimensionale Verteilungen durch eine
geschlossene Form aus ihren Momenten rekonstruieren. Solche Rekonstruktionen nutzen aus, dass die
urspriinglichen Verteilungen keine negativen Massen beinhalten. Dadurch kénnen sie vor allem bei
Verteilungen, die um wenige Punkte lokalisiert sind, mit wenigen Momenten aulerordentlich gute
Rekonstruktionen erreichen. Wir wenden diese Verfahren auf Messwerte von AMCW Lidar Systemen
an. So erhalten wir fiir jeden Pixel dieser Lichtlaufzeitkameras eine vollstindige Rekonstruktion der
Impulsantwort des Lichts und konnen insbesondere Interferenzeffekte beseitigen. Auflerdem betrachten
wir das Rendern von Schatten in Echtzeitanwendungen. Speichert man Momente in einer Shadow
Map, kann man diese direkt filtern und so effizient Aliasing vorbeugen. Durch diese direkte Filterung
wird auch die Darstellung von weichen Schatten und atmosphérischer Lichtstreuung ermoglicht.

Kennen wir zwei Potenzmomente einer Verteilung auf der reellen Achse, so ergibt sich
daraus der Erwartungswert und die Varianz, die angibt, wie sehr die Verteilung davon
abweicht, all ihre Masse im Erwartungswert zu lokalisieren. Weit weniger bekannt sind die
Verallgemeinerungen dieses Resultats auf mehr Momente. Kennen wir 2 - n Momente der
Verteilung, so kdnnen wir n Punkte und n zugehdrige Massen berechnen und angeben wie
sehr die Verteilung davon abweicht, all ihre Masse in ebendiesen n Punkten zu lokalisieren.

In der vorliegenden Dissertation [Pel7a] entwickeln wir aus dieser klassischen Theorie
eine Vielzahl von effizienten und numerisch stabilen Algorithmen. Damit erreichen wir
auBlerordentlich schnelle transiente Bildgebung, d.h. wir konnen fiir jeden Pixel einer
speziellen Kamera rekonstruieren wie viel Licht mit einer bestimmten Laufzeit dorthin
zuriickgekehrt ist [Pe15]. Aulerdem speichern wir Momente in Shadow Maps um Schatten
in Echtzeit zu rendern. Solche Moment Shadow Maps kénnen direkt gefiltert werden. So
vermeiden wir Aliasing [PK15], rendern Schatten fiir transparente Objekte, generieren
weiche Schatten und berechnen atmosphérische Lichtstreuung [Pe17b]. All diese Techniken
haben geringe Kosten pro Pixel auf dem Bildschirm und eignen sich entsprechend gut fiir
4k Auflosungen und virtuelle Realitét.

! Englischer Titel der Dissertation: “Moment-Based Methods for Real-Time Shadows and Fast Transient Imaging”
2 Karlsruher Institut fiir Technologie, christoph.peters @kit.edu



1 Transiente Bildgebung

Die Lichtlaufzeitmessung ermoglicht es Tiefenbilder aufzunehmen. Eine Kamera, zusammen
mit einer aktiven Beleuchtungseinheit, misst wie lange ein Lichtpuls braucht bis er von
der Szene zu einem Pixel der Kamera zuriickgeworfen wird. Dabei ist Mehrwegempfang
ein gingiges Problem. Durch globale Beleuchtungseffekte erreicht das Licht den Pixel auf
Pfaden unterschiedlicher Linge. Somit gibt es keine eindeutige Lichtlaufzeit. Vielmehr muss
man von einer beliebigen, zeitlich aufgelosten Impulsantwort G : R — [0, co) ausgehen.

Kennen wir diese Impulsantwort fiir jeden Pixel, so sprechen wir von einem transienten
Bild. Ihre direkte Aufnahme ist in jeder Hinsicht mit hohen Kosten verbunden [Vel3].
Praktikabler ist eine indirekte Messung durch sogenannte Amplitude Modulated Continuous
Wave (AMCW) Lidar Systeme. Durch eine Modulation der Lichthelligkeit und der Sen-
sorempfindlichkeit wird dabei die Korrelation der Impulsantwort mit einem periodischen
Signal gemessen. Mit Messungen bei sehr vielen Frequenzen [Hel3] oder unter Annahme
eines einfachen Modells [GCD12] lasst sich daraus die Impulsantwort rekonstruieren.

1.1 Rekonstruktion von Impulsantworten

Im Folgenden beschreiben wir ein neues Rekonstruktionsverfahren, das dank einer Losung
in geschlossener Form algorithmisch effizient ist, keine Modellannahmen benétigt und
bereits aus Messungen bei wenigen Frequenzen komplizierte Impulsantworten akkurat
rekonstruieren kann. Dazu konfigurieren wir das AMCW Lidar System so, dass die
Korrelation mit einem sinusformigen Signal gemessen wird [Pal0].

Wir fixieren eine Grundfrequenz f (z.B. f = 23 MHz) und betrachten die Impulsantwort
fortan in Abhingigkeit von der Phase ¢ € (0, 2 - 7] zu dieser Grundfrequenz:
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Die dadurch entstehende Phasenmehrdeutigkeit kann spiter durch entsprechende Ver-
fahren aufgelost werden. Durch das AMCW Lidar System messen wir nun sogenannte
trigonometrische Momente dieser Dichtefunktion:

¢ :=/cos(jw-F(ga)dwi-/sin<j~so>~F<¢>dso=/exp<i~j-¢>-F(¢>dsaec

Solche Messwerte benotigen wir fiir j € {0, 1,...,m} wobei m € N. Dabei kommt ¢y € R
eine besondere Bedeutung zu, da es schlicht misst wie viel Licht den Pixel insgesamt
erreicht. Fiir j < 0 gilt da F reell ist ¢; = ¢_;. Die trigonometrischen Momente sind schlicht
Fourierkoeffizienten einer Verteilung.



Zur Rekonstruktion bendtigen wir die Toeplitz-Matrix
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die momentengenerierende Funktion
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und den kanonischen Basisvektor ¢y := (1,0,..., O)T. Unsere Rekonstruktion ist dann
gegeben durch
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Dieses Verfahren ist bekannt als Maximum Entropy Spectral Estimate [Bu75] und hat
bemerkenswerte Eigenschaften.

Theorem 1. Angenommen C(c) ist positiv definit. Dann ist die oben definierte Dichtefunktion
D positiv, realisiert exakt die trigonometrischen Momente c, . . ., ¢, und minimiert unter
allen solchen Funktionen die Burg-Entropie

2.
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Ist C(c) nicht positiv definit, so existiert keine solche Funktion.

Eine exakte Reproduktion der gegebenen trigonometrischen Momente lieBe sich auch
durch eine einfache Fourier-Reihe erreichen. Eine solche lineare Rekonstruktion kann
aber keine Positivitit garantieren. Der Raum der positiven Verteilungen zu gegebenen
trigonometrischen Momenten ist in vielen relevanten Fillen erstaunlich klein. Besteht die
urspriingliche Verteilung aus m oder weniger Dirac-6 StoBen, so enthdlt der Raum nur
eine einzige Verteilung. In diesem Fall ldsst sich mit dem sogenannten Pisarenko-Schitzer,
welcher den Grenzfall von Gleichung (1) darstellt, eine perfekte Rekonstruktion erhalten.
Ansonsten liefert Gleichung (1) eine Rekonstruktion mit m oder weniger lokalen Maxima.
Die Burg-Entropie fiihrt dabei als Prior zu einem wohldefinierten und glatten Ergebnis, das
Masse nur dann stark lokalisiert, wenn die Daten dies erzwingen.

1.2 Anwendungen

Der Fall einer Impulsantwort mit Dirac-6 Sto8en ist in der Praxis duflerst relevant. Die
Impulsantwort iiber den direkten Pfad entspricht stets einem Dirac-§ Stofl und Gleiches gilt



fiir Beitrdge durch stark spekulare Flichen, z.B. Spiegel oder Glasscheiben. Wir haben unser
Verfahren mit Daten aus einem modifizierten PhotonICs 19k-S3 von pmdTechnologies
getestet. Abbildung la zeigt das rekonstruierte transiente Bild zu einer Szene mit zwei
Spiegeln. Selbst mit m = 3 positiven Frequenzen werden bereits bis zu drei Impulse auf einem
einzelnen Pixel korrekt rekonstruiert. Mit mehr Frequenzen und lidngerer Belichtungszeit
erhilt man eine schirfere Rekonstruktion mit weniger Rauschen. Uberdies konnen wir
effizient die Verteilungsfunktion rekonstruieren, d.h. errechnen wie viel Licht bis zu einem
gewissen Zeitpunkt zuriickgekehrt ist (Abbildung 1b).
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(a) Die Dichtefunktion zu drei Zeitpunkten. (b) Die Verteilungsfunktion zu drei Zeitpunkten.
Abb. 1: Transiente Bilder zu einer Szene mit zwei Spiegeln. Der direkte Puls lduft von links nach
rechts, ein Spiegel reflektiert ihn nach links, ein weiterer Spiegel reflektiert ihn nach rechts. Fiir die

obere Zeile betrug die Messzeit 91 ms bei einer Grundfrequenz von f = 23 MHz und m = 3 positiven
Frequenzen. Unten wurde 8,21 s mit f = 11.5 MHz und m = 8 gemessen.

Es ist auch mdglich in geschlossener Form die lokalen Maxima der rekonstruierten Dichte
zu errechnen. Diese sind Kandidaten fiir die Lichtlaufzeit der direkten Impulsantwort. Auf
diese Weise lassen sich dann Verzerrungen durch Mehrwegempfang entfernen (Abbildung
2a). Unser Ansatz ist dabei zur Aufnahme bei interaktiven Frameraten geeignet. Mit unserem
Hardwareprototypen konnten wir bis zu 18.6 transiente Bilder pro Sekunde aufnehmen.
Abbildung 2b zeigt das Ergebnis der Auftrennung eines solchen Bildes in direkte und
indirekte Beleuchtung.

— Referenz
% Punktwolke

im

(a) Tiefenmessung bei einer Frequenz (links) und mit (b) Direkte Beleuchtung (links) und indirekte Beleuchtung
unserer Beseitigung des Mehrwegempfangs (rechts).  (rechts)

Abb. 2: Eine Ansicht einer rechtwinkligen Ecke von oben mit rekonstruierten Punktwolken (links)
und Aufspaltung der Beleuchtung fiir ein in 54 ms aufgenommenes transientes Bild (rechts).



2 Echtzeitschatten

Das Rendern von Schatten mag auf den ersten Blick ein vollig anderes Problem sein.
Es profitiert aber von ganz dhnlichen Techniken. Der bei weitem gingigste Ansatz zur
Darstellung von Schatten in Echtzeitanwendungen ist Shadow Mapping. Dabei wird die
Szene aus der Perspektive der Lichtquelle rasterisiert. Pro Pixel wird ein Tiefenwert
gespeichert, um den Beginn des Schattens entlang des Lichtstrahls zu erfassen.

Dieser bildbasierte Ansatz skaliert hervorragend auf komplexe Szenen, krankt aber an
starkem Aliasing durch die Abtastung in der Shadow Map und auf dem Bildschirm.
Percentage-closer Filtering [RSC87] beseitigt dies, indem es fiir jeden einzelnen Pixel eine
Umgebung in der Shadow Map abtastet und die Ergebnisse des Schattentests filtert. Diese
Technik ist weit verbreitet, wird aber sehr kostspielig wenn man die Filtergrofle so wihlt,
dass Aliasing effektiv bekdmpft wird. Es ist bekannt, dass man die Shadow Map direkt
filtern kann, wenn man Potenzmomente der Tiefenverteilung speichert [DL06]. Vorhandene
Ansitze gehen aber nicht iiber das zweite Moment hinaus und entsprechend ungenau ist die
Rekonstruktion der Schatten.

2.1 Moment Shadow Mapping

Unsere Moment Shadow Map [PK15] ist eine Textur mit m = 4 Kanilen. Der erste speichert
die Tiefe z € [—1, 1], die in einer gewShnlichen Shadow Map gespeichert werden wiirde.
Die weiteren drei Kanéle speichern die Potenzen 72, 72 und z*. Wenden wir einen Filter
mit n € N Gewichten wy, ..., w,_; > 0 an, der Pixel mit Tiefen zg,...,z,-1 € [-1,1]
kombiniert, so erhalten wir Potenzmomente einer Tiefenverteilung Z:

—
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Das Ziel beim Filtern von Schatten ist es zu berechnen, welcher gewichtete Anteil der
abgetasteten Tiefen zum Schatten beitrégt:

”Z” 1 falls 7 < zy
Zz<zp)= ) wi- { ’
— 0 sonst.

Algorithmus 1 berechnet anhand der Momente by, . . ., b, die bestmogliche untere Schranke
zu dieser GroBe. Durch die systematische Unterschitzung wird vermieden, dass Flichen
falschlicher Weise einen Schatten auf sich selbst werfen.

Die Eingabe fiir Algorithmus 1 ist giiltig wenn, B(b) positiv definit ist. Dann ist auch
der Algorithmus erfolgreich. Erneut ist der Grenzfall interessant. Wenn Z sich aus nur %
Punkten zusammensetzt, so ist es eindeutig durch die Momente by, . . ., b,, bestimmt und



Algorithmus 1 Berechnung der Schattenintensitit mit Moment Shadow Mapping.

Eingabe: Oberflichentiefe zy € R und Potenzmomente by, . . ., b,, € R fiir gerades m.
Ausgabe: Eine scharfe untere Schranke zu Z(z < zy).

bo by ... b%
. Setze B(b) := (bj+k)% _| B b S e ROZHDX(F+D),

J.k=0 "
b% b%ﬂ bm

. Lose B(b) - g = (1, z}, cees fT)T per Cholesky-Zerlegung nach g € R+,

. Lose ijo qj - z/ = 0 nach z um Nullstellen z;, . . ., zm € R zu erhalten.
. Setze z9 = zy und fiir / € {0, ..., &} setze v; := 1 wenn z; < zg und v; := 0 sonst.
. Berechne den Riickgabewert
m —1
T 1 7
bo 1 ZO ZO %0
) m
by) \1 2 ) Vg
2 2

wird perfekt rekonstruiert. Die relativ kleinen Filterbereiche fiir die Schatten, enthalten selten
mehr als zwei Fldchen. Daher erhélt man mit m = 4 bereits hervorragende Rekonstruktionen.

In der Praxis bringt dieser Fall aber auch Herausforderungen mit sich. Er korrespondiert
zu einer positiv semi-definiten aber singuldren Matrix B(b). Daher haben wir bei der
Implementierung sorgféltig auf numerische Stabilitdt geachtet. Gleichzeitig muss die
Implementierung auf den bei GPUs iiblichen SIMD-Architekturen sehr effizient sein.
Unsere Implementierung fiir m = 4 bendtigt nur 32 FlieBkommaoperationen und keine
Zweige.

Ein weiteres Problem sind Rundungsfehler in der Eingabe. Es ist wichtig den Bedarf an
Speicher und Bandbreite minimal zu halten. Wir mochten nur 16 bit pro Moment aufbringen.
Hierzu wenden wir eine affine Abbildung auf die Momente an bevor wir sie speichern.
Diese ist dazu optimiert die Entropie der Daten zu maximieren ohne Werte auflerhalb
des darstellbaren Zahlenbereichs zu generieren. Damit die verbleibenden Rundungsfehler
nicht zu ungiiltigen Eingaben fiihren, wird ein optimiertes Bias in der Gréenordnung des
Rundungsfehlers angewandt.



2.2 Optimalitit von Potenzmomenten

Die Verwendung von Potenzmomenten bringt erhebliche Vorteile mit sich, da die in
Algorithmus 1 verwendete Losungsstrategie bekannt ist [KN77]. Dennoch stellt sich die
Frage ob man bessere Ergebnisse erhalten konnte wenn man andere Daten in den vier
Kanélen der Shadow Map speichert. In der Tat kann man z{ in Gleichung (2) durch
eine beliebige, stetige Funktion a; : [~1,1] — R ersetzen und erhilt immernoch eine
wohldefinierte scharfe, untere Schranke. Diskretisiert man das Intervall [—1, 1], so ldsst
sich diese sogar effizient berechnen. Die Zielfunktion Z(z < zy) ist linear und wir haben
lineare Gleichungen und Ungleichungen als Nebenbedingungen. Es handelt sich also um
ein Problem der linearen Programmierung. Zum Rendering ist dieser Ansatz zu langsam,
doch er ermoglicht interessante Einblicke.

Von dieser Erkenntnis ausgehend, haben wir Testfille definiert in denen auf mehreren Szenen
gefilterte Schatten errechnet werden. Als Kandidaten haben wir 66045 unterschiedliche
Kombinationen von Funktion ay, a;, a3, a4 betrachtet. Die Evaluation lief mehrere Wochen
auf einem CPU-Cluster. Die Ergebnisse zeigen, dass iiber 15000 Kandidaten nahezu identisch
gute Ergebnisse liefern. Einen besseren Kandidaten gibt es nicht. Erfreulicherweise gehort
Moment Shadow Mapping zu diesen Kandidaten. Der Grund diirften die theoretisch
giinstigen Eigenschaften fiir Tiefenverteilungen mit nur zwei Tiefen sein. Dieses Verhalten
ist in der Praxis duflerst wichtig und auch andere Kandidaten legen es an den Tag.

2.3 Anwendungen von Moment Shadow Maps

Dass man Moment Shadow Maps direkt filtern kann, ermdglicht vielfaltige Anwendungen.
Die naheliegendste ist Antialiasing fiir harte Schatten. Dabei generiert man die Moment
Shadow Map mit hardwarebeschleunigtem Multisample Antialiasing und wendet dann
zusitzlich in zwei Durchldufen einen gaulschen Weichzeichner an (Abbildung 3a). Beim
Generieren der Moment Shadow Map kann man auch transparente Schattenwerfer durch
schlichtes Alpha Blending rendern (Abbildung 3b).

Ist die Lichtquelle kein Punktlicht sondern ein Flidchenlicht, so ist der Schatten am
Kontaktpunkt von Schattenwerfer und -empfinger hart und wird dann zunehmend weicher.
Dieser Effekt ldsst sich durch gefilterte harte Schatten mit variabler Filtergrofe annihern
[Fe05]. Wir generieren eine Summed Area Table [Cr84] fiir eine Moment Shadow Map
und konnen so in konstanter Zeit schitzen wie grof} der Filter sein muss und entsprechend
Filtern (Abbildung 3c).

SchlieBlich ist es auch interessant Schatten in streuenden Medien wie etwa Wasserdampf
oder staubiger Luft zu betrachten. Hierbei besteht die Herausforderung darin, dass man
den Schatten entlang des Sichtstrahls aufintegrieren muss. Das Integral pro Pixel durch
numerische Quadratur anzunihern ist aber kostspielig. Wir iiberfiihren stattdessen eine



(a) Moment Shadow Mapping zum Antialiasing (b) Moment Shadow Mapping fiir transparente Schatten-
harter Schatten (4.0 ms) werfer (4.1 ms)

(c) Moment soft Shadow Mapping (3.5 ms) (d) Vorgefilterte Lichtstreuung mit sechs Potenzmomenten
(5.4 ms)

Abb. 3: Die Anwendung von Moment Shadow Maps auf unterschiedliche Lichttransportphdnomene.
Zeiten beziehen sich auf das vollstindige Rendern eines Bildes auf einer NVIDIA GeForce GTX 970.

Moment Shadow Map mit m = 6 Momenten in ein Koordinatensystem in dem Sicht-
strahlen zu Texturzeilen korrespondieren. Dann generieren wir gewichtete Prefixsummen
iiber die Zeilen und berechnen so die Lichtstreuung fiir jeden mdglichen Sichtstrahl vor
(Abbildung 3d).

All diese Techniken haben vergleichsweise hohe Kosten pro Texel der Moment Shadow
Map, gelangen dann aber pro Pixel auf dem Bildschirm mit wenigen Texturzugriffen
und arithmetischen Operationen zum Ziel. Sie skalieren daher hervorragend auf hohe
Auflésungen. Abbildung 3 benutzt z.B. eine Auflosung von 3840x2160 fiir alle Bilder und
schliet das Rendern dennoch in wenigen Millisekunden ab.

3 Fazit

Die Theorie der Momente ist ein michtiges Werkzeug, genieft in der Informatik aber keine
groBe Bekanntheit. Momente zu errechnen ist eine trivial parallelisierbare Operation. Die



Momente sind kompakt und lassen sich leicht mit neuen Daten kombinieren. Die Rekon-
struktionen sind robust und erreichen eine enorme Genauigkeit wenn die urspriingliche
Verteilung ihre Masse um wenige Punkte lokalisiert. Dadurch erhilt man gewissermallen
ein eindimensionales Clustering der Daten. Compressed Sensing Ansitze haben dhnli-
che Eigenschaften, sind aber mit erheblich groferem Rechenaufwand verbunden. Auch
jenseits der Computergraphik diirften die von uns entwickelten effizienten und robusten
Implementierungen von Interesse sein.

Mit Blick auf die bisher erforschten Anwendungen ist ein grofies industrielles Interesse
erkennbar. Es sind bereits mehrere Spiele auf dem Markt, die standardméfig Moment
Shadow Mapping nutzen3. Auch die transiente Bildgebung und die damit verbundene
Beseitigung des Mehrwegempfangs hat bei den Entwicklern entsprechender Kameras
groBBes Interesse geweckt.

Der nichste grofe Schritt wird sein, vergleichbare Algorithmen fiir hoherdimensionale
Probleme zu entwickeln. Zweidimensionale Momentenprobleme sind gegenwirtig ein
lebendiges Forschungsfeld [Lall]. Dabei sto3t man deutlich schneller an Grenzen als
bei den eindimensionalen Problemen. Dennoch bergen die Arbeiten grof3es Potenzial. So
konnten z.B. momentenbasierte Rekonstruktionen auf der Sphire im R immensen Nutzen
fiir die Computergraphik entfalten.
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